TP SdF N° 14

Estimation Bayeésienne

Ce TP a pour objet d’estimer la fiabilité de nouvea&quipements en cherchant a minimiser le nombre
d’'essais dans le cas d’'un taux de panne constainexXponentielle) et d’'un systeme monocoup (loi de
Bernouilli).

Probleme 1 :
50 équipements électroniques ont été mis en tesiaoe 1 an. Un seul est tombé en panne aprés €,3 an
Quel taux de défaillance a 60% de confiance cepershet-il de justifier ?

Sachant que le taux de défaillance de ce type @ément a été estimé a 1000 fits 1) par la norme
MIL HDBK 217 et que le risque que le taux de dédaite réel soit inférieur a 3 fois la valeur deteet
estimation est inférieur & 10 % selon un jugemémtpebrt, de combien peut-on améliorer le résultatest
par estimation bayésienne ?

De quelle durée faudrait-il prolonger le test alitpour obtenir un méme résultat en supposant quiea
panne supplémentaire ne survienne ?

Probleme 2 :

Un feu d’artifice de conception nouvelle doit dérmen une probabilité de succés de 95 % a 60% de
confiance. Combien d’essais (destructifs) sanslti#fee faut-il réaliser pour justifier cette penitance ?

Sachant que cette conception résulte de diverséfficadions d’un produit en service qui toutes deent
ameéliorer la fiabilité opérationnelle actuellemégale & 90 % et que les experts consultés garamtisstte
ameélioration a plus de 70 % de chance, de comt@atign réduire le nombre d’essais ?



Principe de I'estimation bayésienne

Basée sur la formule de Bayes, I'estimation bayésieonsiste a combiner des données statistiques
(résultats d’essais...) avec une connaissance a fpexperiences passées, jugement d’expert, estmsati
empiriques, etc.).

f(X/0) : Vraisemblance

Variable aléatoire A, p . /. ]\ «

Résultats d’essais

9(®) BAYES ¢ g(8/X) : loi conjuguée
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Connaissance a priori P(X/8)* P(@) A postériori

D P(X/16)*P(@)

avec discrétisation dé€

P@/X)=

0 est le parametre d'une loi de probabilité que Ebrerche a estimer, soit le taux de défaillandans le cas
d’'une loi exponentielle ou la probabilité d’échedagms le cas d’une loi de Bernouilli.

La fonction de vraisemblance donne la probabiliééctiacun des résultats possibles de I'essai poair un
valeur def.

Soit la loi de Poisson P(k) =

(AT)k e—/\T ) ]
T avec k le nombre de pannes pendant la durée éeniyl

ou la loi Binomiale :P(k) = C¥ p* (1- p)"™ avec n le nombre d’essais.

La loi conjugée donne la densité de probabilit® dachant qu’un résultat d’essais a été obtenu.
/‘ka+le—/\T
Soit la loi Gamma g(A/k,T) :T si k pannes sont survenues pendant la durée curiulée
(n+1)!
k!(n—Kk)!

Dans les cas de la loi de poisson et de la loirhiake, I'a priori peut étre simplement converti essai
virtuel qui s’ajoute a I'essai réel :

Soitdans lecas de laloide Poisson: k=K T=T0+T1
et de laloi binomiale : k=kO+kl n=n0Ml

ou laloi Beta:g(p/k,n) = p*(@- p)"™* sin essais ont conduit & k échec et n-k succés.



Probleme 1 :
50 équipements électroniques ont été mis en tesigme 1 an. Un seul est tombé en panne apres €,3 an

Le taux de défaillance a 60% de confiance questepermet de justifier correspond a la borne sepégide
I'intervalle de confiance unilatéral au risques 40%

)(f_a 2k +2)

Soit = )(Zo% (4)/(2*49,3*365*24) = 4683 fits  avec T, = 49,3 ans etk= 1 panne

(=KHIDEUX.INVERSE(a;2*k+2)/(2*T) sous Excel)

Remarque : ce méme résultat peut s’obtenir pagratén de la loi conjuguée Gamma :

Asup

Probabilité § < Aqy) = 10 = j g(A/k,T)dA
0

Le taux de défaillance de ce type d’équipemengaétimé & 1000 fits (fthr?) par la norme MIL HDBK
217 et I'on considére que le risque que le tauxiéfaillance réel soit inférieur a 3 fois la valele cette
estimation est inférieur a 10 %.

Ce jugement d’expert peut étre converti en esseisels tels que\ne, = ki/To = 1000 fits efsypo0s= 3000
fits.

Asupgoss =X:0% (2kot2) * Amoy 1 2 ko= 3890fits pour k = 1 et2661its pour k = 2

Seule la configurationtge 1 pannes €f, = 1000 000 heures satisfait cette condition.

Les essais virtuels peuvent alors s'ajouter augiessels comme le montre la figure ci-dessousdduke
du fichier Excel sur double clic) :

Amoy : 1000 fits A90%eypert 3000 fits
Mil HDBK KHIDEUX.INVERSE(0,09;2*k o +2)/(2*T o)
ko: 1 )\QO%essai équivalent : 3890 2 )\QO%exDen
To: 1000000 hr
Intégration Khideux
Essai loi Gamma inverse
Ky : 1 A60% Mil HDBK : 2000 2022 fits
Ty 431868 hr A60% Essai : 4600 4683 fits
A60% A posteriori : 2200 2169 fits
A posteriori
k:
T: 1431868 hr Essais équivalents
ke: 2169 |fits
Te: 932474 hr
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L’estimation bayésienne permet d’obtenir un tauxiéfaillance de 2169 fits a 60% au lieu de 4688saue
des essais. Un méme résultat aurait été obtenuadongeant la durée d’essais d’'un facteur 2,2 {ifou
d’optimisation Gencab est utilisé dans cette exerpplr effectuer le calcul inverse).



Probleme 2 :

Le feu d'artifice doit démontrer une probabilité sleccés de 95 % a 60% de confiance. Soit p la pildba
d'échec, la borne supérieure de l'intervalle defiemce unilatéralpour la loi binomiale s’exprime de la
maniére suivante :

Yo Cipa-p)"r=a

1-a a
<% > < >
0 p 1
| | |
[ | |

avec k1 = 0 on obtient (95%) 40% soit > log(0,4)/log(0,95) = 18

En I'absence de défaillance, 18 essais (destrystifst a réaliser pour justifier la tenue de I'atife

La fiabilité du produit a plus de 70 % de chancalélpasser celle d'un produit actuellement en serdant
la fiabilité opérationnelle est égale a 90 %.

Cet avis d’expert peut se traduire en essais Virssns échec de la méme maniére que précédemment :
(90%)"° > 30% soit p< log(0,3)/log(0,90) = 11

Les essais virtuels s'ajoutant aux essais réelds sé essais supplémentaires sont nécessaires comme
l'illustre la figure ci-dessous (ouverture du fiehExcel sur double clic) :

REX Expert
Ko : 0 Taux de défauts: 10%
Ng - 11 Confiance : 70%
Essai
Ky : 0
ng: 7
Fiabilité & 60%
Aposteriori Apriori 0,9201
k: 0 Essai 0,8773
n: 18 Aposteriori 0,9504

Densité de probabilité de succes

14

12

10 {\
Essai
// A posteriori

A priori




